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Annotatsiya

Ushbu maqolada uchinchi tartibli bitta singulyar koeffitsiyentga ega bo`lgan xususiy hosilali

differensial tenglama uchun to`g'ri to'rtburchak sihada bir chegaraviy masala yechimining yagonaligi

va mavjudligi haqidagi teoremalar isbotlangan.

Kalit so`zlar: Uchinchi tartibli differensial tenglama, singulyar koeffitsiyent, karrali

xarakteristikalar.

NATIJALAR VA ULARNING TAHLILI

I. Masalaning qoʻyilishi.

Mazkur ishda D= (x, У):0<х<р,0<у< 4} sohada ushbu

lag “My Et, ti (1)

tenglamani qaraylik, bu yerda p>0, а>0, 0< B<1/2, u — domiy haqiqiy son.

Ushbu (1) tenglama uchinchi tartibli, xususiy hosilali, singulyar koeffitsiyentli,

chiziqli, karrali xarakteristikaga ega tenglamadir.

(1) tenglama uchun quyidagi masalani qoʻyamiz va tadqiq qilamiz:

A,-masala. D sohada (1) tenglamaning

u(x, у) е С." (2) A C(D), Uses YU, е C(D)

sinfga tegishli bo‘lgan hamda quyidagi

u(x,0)=u(x,q)=0, O<x<p (2)

и. (0,у)=у1(7), и(р,У) = (У), и(Р.У) = Уз(2), 0<у<а (3)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topilsin, bu yerda y,(y), (1=1,2,3)

— berilgan funksiyalar.

Ushbu masalada 2—0 bo`lganda professror У.Р.АраКоу va uning shogirti

R.A.Umarov tomonidan bir qancha chegaraviy masalalar tadqiq qilingan [1], [2]. Bu

masala asosan simmetrik va maxsus xususiyatga ega boʻlgan (singulyar) o‘tkazuvchan

muhitlarda to`lqinlarning tarqalishi va muvozanat holatini oʻrganish uchun xizmat

qiladi.
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П. Masala yechimining yagonaligi

Teorema. Agar A, masalaning yechimi mavjud boʻlib, 20 boʻlsa, u holda u

yagonadir.

Isbot. Faraz qilaylik, 4, masala ikkita и, (x, У) уа и, (х, y) yechimlarga ega

boʻlsin. U holda u(x, y) =U, (x, y) —U, (x, y) funksiya bir jinsli A,-masalaning yechimi

boʻladi. D sohada u(x, y) — 0 ekanligini isbotlaymiz.

(1) tenglamaning har ikkala tomonini у""и (x, y) ga ko`paytiramiz. Natijada

quyidagi tenglikka ega boʻlamiz:

yim, - у’ ии — 28 ye “uu, + у""и" =0.

Oxirgi ifodani quyidagi koʻrinishda ham yozish mumkin:

д 28 1 › д 28 28 2 2В 2,a Caw )-£0 uu, )+ и ty” pu =0. (4)

(4) ifodani D soha bo‘yicha integrallaymiz:

Iy Cone (P.y)- и: (P.y)-u(0,y)u (0, у) + и: (0, Jay -
P

– 1" (u(x,q)u, (x,q) —u(x,0)u, (x, 0)) 4х + Пз""и, ака + oa —0.
0 D D

Bir jinsli chegaraviy shartlarni inobatga oladigan boʻlsak, quyidagi

rm y)dy + A m( x , y )dxdy + По"ш" (x,y)dxdy —0
D

tenglikka ega bo'lamiz. Ushbu tenglikda agar
e 20 boʻlsa, u, (x,y) —0 boʻladi. Bundan esa u(x,y)- f(x) hosil boʻladi.

y —0 deb olsak soʻngra bir jinsli chegaraviy shartdan u(x,0) — 0 ligini hisobga

olgan holda f(x)=0 boʻladi. Demak, u(x,y)=0, (x,y)eD.

e 1120 boʻlsa uchinchi haddan u(x,y)=0, (x,y) = ligini olamiz.

Teorema isbotlandi.

Ш. Masala yechimining mavjudligi

2-teorema. Agar quyidagi w,(y)eC*[0,q], уХ"(у)=1,10,41, 1=1,3

boʻlganda

w.(a)-w.(0)-0, и" (0) < (5)

shartlar bajarilsa 4, masala yechimga ega.

Isbot. 4, masala yechimini quyidagi

u(x,y)=X(x)-Y(y) (6)

koʻrinishda qidiramiz.
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(6) ni (1) tenglamaga qoʻyamiz va X(x), Y(y) funksiyalarga nisbatan quyidagi

Y" 4 2 У-17У = 0, Х" 4 ( uta IX =0 oddiy differensial tenglamalarni hosil
У

qilamiz.

(2) shartni inobatga oladigan boʻlsak, quyidagi

"(9)" и(у)к у) = (7)

У(0)=0, ¥(q)=0 ву

spektral masalani hosil qilamiz, Би yerda 17 — ajratish koeffitsiyenti.

Endi {(7), (8)} masalaning noldan farqli yechimi mavjud boʻladigan A

parametrning qiymatlarini topish bilan shug`ullanamiz. Buning uchun / parametrning

uchta holini koʻrib chiqamiz.

Faraz qilaylik, A<O bo‘lsin. U holda (7) tenglamada

‚уY(y)= | | p(t), t=~<-A’y almashtirish bajaramiz va natijada quyidagi

oa“ (9)

tenglamaga ega bo`lamiz, bu yerda у=1/2- р.

(9) tenglamaning umumiy yechimi p(t)=c,, (t)+c,K,(t) koʻrinishida ekanligi

[7], 181 adabiyotlarda koʻrsatib oʻtilgan, bu yerda с, va с, — ixtiyoriy oʻzgarmaslar.

I,(t) va К. (1) lar esa mos holda v — tartibli Infeld va Makdonald funksiyalaridir.

Qilingan almashtirishdan foydalanib, y o‘zgaruvchiga qaytadigan boʻlsak (7)

tenglamaning umumiy yechimi quyidagi koʻrinishda yoziladi:

Y (у ) — GY PA 1/2-В —A’y Hoy OP King ! —1*У (10)
(10) yechimni (8) chegaraviy shartlarga bo‘ysindiramiz va с hamda с, ga

nisbatan quyidagi

00" Tia | 43 0)+ ey" Kp 2 y)=0,
4

са" Тв 2a) + су "Ку, -24) = 0,
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemani yechib Y ( y) — 0 ekanligiga ishonch

hosil qilish mumkin. Demak, 1 «0 da {(7), (8)} masalaning noldan farqli yechimi

mavjud emas.

Я =0 da {(7), (8)} masala quyidagi koʻrinishga ega:

f И 2 7М +” к(у)=а
У(0)=0, У(а) =.
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Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi Y ( y) = с, у" + с, C,,C, = CONST,

koʻrinishida aniqlanadi. Bu funksiyani (8) shartlarga bo‘ysundiramiz va 1—0 da {(7),

(8)} masalaning noldan farqli yechimi mavjud emasligiga ishonch hosil qilish mumkin.
1/2- В

Faraz qilaylik 420 boʻlsin. U holda У(у) = (11М2) 20), #=Уу

almashtirish bajarish natijasida quyidagiga ера boʻlamiz:

o'la, (11)

bu yerda, v-—1/2-68 . (11) tenglamaning umumiy yechimidan va kiritilgan

almashtirishlardan foydalanib (7) tenglamaning umumiy yechimi

Y(y)-ey” “Л a(Vay)+ey"” PS p- ul Ky), С5,С6 = CONSE
koʻrinishda boʻladi, bu yerda J, (x) — v indeksli birinchi tur Bessel funksiyasi.

Bu umumiy yechimni (8) shartlarga bo‘ysundiramiz:

—0,y” АЛ (222) су PI 9 (Vay) )
y=

47 Л. (4224) ма" PI 9. val Aq) =0.
Birinchi tenglikdan с 50 ekanligi kelib chiqadi. Ikkinchi tenglikdan esa

у=0

Ле (427 4) =0 tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamaning musbat ildizlarini

JA q=o, deb belgilab, A -parametrning qiymatlarini, ya'ni masalaning xos

qiymatlarini 4, = (o, 14)" , пеМ koʻrinishida topamiz.

Bu xos qiymatlarga mos keluvchi {(7), (8)}masalaning xos funksiyalari

У ( х)=су"7 р Ле Al 42 у) ko‘rinishda aniqlanadi. Bu funksiyalar sistemasini

normallashtirib quyidagiga ega bo`lamiz:

42 Су
У (у) = УРАЛ —” |. (12)

) 4, 819) vr q
[8] adabiyotdagi ma'lumotlarga muvofiq (12) funksiyalar sistemasi L, [0,4] fazosida

y?” vazn bilan to‘la ortonormal sistemani tashkil qiladi.

Endi (7) tenglamaning tadqiqoti bilan shug‘ullanamiz. (7) xarakteristik tenglama

bitta haqiqiy k, = 317 + va ikkita kompleks k, = g + B. JA, + м ildizlarga

ega boʻlsa, uning umumiy yechimi quyidagi koʻrinishga ega boʻladi:

ВХ.0)= С.е" ке2"1С соз kx +C, за Зил (13)
2n 2 п 3n 2 n

bu yerda С.— ixtiyoriy o‘zgarmaslar, К, = 34,7 + uw. (6) formulaga muvofiq
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Ахи, (х, у) = Ge $02" ©, cos vs К.х. Cz, sin Bu) У (у), (14)

funksiyalar (1) tenglamaning xususiy yechimlari boʻlib, ular (2) chegaraviy shartlarni

qanoatlantiradi. (1) Tenglamaning chiziqliligi va bir jinsliligidan xususiy

yechimlarining yigʻindisi ham (1) tenglamaning yechimi boʻladi. Shuning uchun 4,

masalaning yechimi quyidagi koʻrinishda ifodalanadi:

1

u(x, у) = iu cay astron Bk), (15)

и„(0,у) = (у), и(р, У) = у (У), ир.) = (2), 0354 (3)
(15) qator orqali aniqlanadigan и(х, у) funksiyadan (3) chegaraviy shartlarning

bajarilishini talab qilsak, quyidagini olamiz:

A, =k; g -5С, + Ba)
1

44,, =С ei 22" ©, cos, Р+С., sin, P| (16)

1

A,, = -К,С. е""" + ke?” C,, COS УЗ „р-+ a +C,, sin Bi pt a ,
2 3 2 3

bu yerda

и. (0, у) = (у) = У А, ба I 22)
n=l

оуи(р,У) =, (= Узлы" ВИ | (17)
u,(p,y)=W3(y) = YA ‘1 }

(17) dan koʻrinib turibdiki, А, lar y,(y) funksiyalarning (0,4) oraliqda Furye

qatoriga yoyilishidagi Furye koeffitsientlaridir, ya'ni:

2 4 "B o
А, = [vin J, “dn (18)

445, (9,) 0 QA 9
2

Shunday qilib, С, (1—1,2,3) koeffitsientlarni aniqlash uchun biz (17)

tenglamalar sistemasini hosil qildik. Ushbu sistemaning yechimi
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1 1 V3

2 2

= kup = igA 3 А am -k Ве?"

>В Т kup—А n —k n

1

= 4322 E е"" +е a кир SE

bu yerda

v3 V3 V3, сл (V3, 2
=cos—k p, 0=sin—k р, у =cos| —k, p+ — |, 6=sin| —k,p+-— |.= COST U smn бар) 2 "2" 2 "Р"3

A #0 ekanligini ko‘rsatamiz, buning uchun quyidagi lemmani isbotlaymiz.

Lemma. Quyidagi

aaa, ”
(19) chegaraviy masala faqat trivial X (x) =0 yechimga ega.

Isbot. X (x) #0 deb faraz qilaylik. Quyidagi tenglikni koʻrib chiqaylik

X(X"+k:X)=0.

Ushbu ifodani quyidagicha shakllantiramiz:

i) aa,

a +3Х =0,

(20 –

(0 <х< р) oraliqda integrallab, chegaraviy shartlarni inobatga olsak quyidagini

olamiz:

ve 213) v2=(%"(0)) +k LX dx = 0.

Bu yerda КҚ; 20 boʻlganligi sababli Х (x) —0 ekanligi kelib chiqadi. Lemma

isbotlandi.

Faraz qilaylik, A=0. Unda С", C,, C; doimiylari mavjud boʻladi hamda ulardan

kamida bittasi bir vaqtning oʻzida nolga teng emas va sistema shartlariga javob beradi
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г

Шен)

1I Cre bP 4 62", G cos р+С; aed = 0,
n

“keh + ket” [< co oF oc inl Peo +0
3

4

Shundan kelib chiqadiki,

8 v3
1,

И. (х)= Се" + Се? “os 2 kx+Ce? “sin k,x
funksiya (19) chegaraviy masalaning yechimi hisoblanadi. Lekin yuqorida isbotlangan
lemmaga koʻra ushbu masalaning faqat trivial yechimi mavjud, ya'ni:

J3 ох . V31,

Ce" + С*е?" asi sin К.х = 0

1х 43 , V3
boʻlishi kerak edi. Lekin e“*, е?”, cos kx, 511 ——— К.х funksiyalarning chiziqli

erkliligi tufayli, bu tenglik С’ = С; = С; —0 bo‘lgandagina oʻrinlidir. Bu esa bizning

dastlabki (kamida bitta doimiy noldan farqli) farazimizga zid keladi. Olingan ziddiyat

tufayli(16) tenglamalar sistemasining bosh determinanti hech qachon nolga teng boʻla

olmaydi, ya'ni A#0.

Bundan kelib chiqadiki (16) tenglamalar sisitemasining yagona va mavjud:

_1 р 1 43, 1, 3

1с. 1-4 ke? мне .. é “bp да" “|
A 1п “п Зп “п

1 3 ohn? 2 she 1gC,,, = A Ake? “(a+ y)+A,,k se Pyer” |+ A, kil ae?” 556 "Р ||.

С. larni olib borib (15) ga qoʻysak quyidagini olamiz:

р o
)= 20, )+ AapBag (х)- 4,В,(1)). У Л (285) (20)

2

1B,, (x)= ak, g te) “Maal B(x) |bu erda
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3 1x

B,,(x)= ae ка k p+ 3 +
А

1 Dep

yaa 2) snl “Bo (p- x)+ 3 +е yrs) cos — Al
2 3 2 6

2 1 x

B,,(x)= ae ) co Bi — Э —
6

22" ners) anf К, (p- 5) + ea Cr) coy 29 К.х— =)
3 2

Agar (20) qator va uning — , i , = hosilalari D sohada bir xilda
Xx

yaqinlashsa, u holda (20) qator orqali aniqlanadigan u(x, y) funksiya 4, masalaning

yechimini beradi.

Ushbu qatorni absolyut yaqinlashishini isbotlaymiz. (20) dan quyidagini olamiz

n=l 
5

й 
Ly

7 204.2, (x) + 4,B,,(x) + 4,,,B;, (x)| | б | 1 g ур ea «
n=l 

3 ва > р

2

со 
>-в I

«ABA 
a

n=l mi _ p

+(0,72nи] С

+ ив

lu(x,»)|< 214,118
(21)ар“ele

qo”
3 5B

Quyida A, larni baholaymiz. Buning uchun bo‘laklab integrallashni amalga oshiramiz

Bu yerda C, =

va (5) shartlardan foydalanamiz:
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= Winn? J — 19112M Та
2

—C,

;

— (ФУм, (тт dy? on (22||

SN —~ o = я ja

Bu yerda С, = М2
4

Birinchi marta bo‘laklab integrallaymiz:

—C 18 fox= 9 (и)? J, (22
oJ 3 (On) —>-8\ 4

174

Са d —2 В 5+8 (22)= —(м(7)7 72 J —— dnhy (olar ) 4 q
0

2

Ikkinchi marta bo‘laklab integrallaymiz:

f7 A (ит )ап ГаА
" o, (oc, )5

Са’ 5+8 d 26 ( on =
= 7 v; (7)7 2—0 |+o,J; (в,) dn an! Ш SPL 4 о

2 4 1

—6 49 d , op 9 8) 1,27 6,7
+ ——| 0" (win ) т 2 dn221, (2012 и 58 4

2

Uchinchi marta bo‘laklab mtegrallaymiz:

_|_ a f +B 0,17 7
4,1= olar mee — (ми(тп" 0; ^ " Jen =

) 5 а 2
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Са’ Тов 9 [ва 2p a 0,77
ри 7, (o 7 in 7 ai |477,

Cga а | op d -2 в в 0,77

o, J; (2,)ап б т Ir QA 4
м ра op a 2 5 n _

"lo б > и” nA ag vin ‘Np ‘a(S a=2

-Cq та I а эр d op ) 18 on
= —17— ——117 —(шм.(п)п nr J — (91с/з, (o, ) J dn dn dn ( --2\ 4

2

Toʻrtinchi marta bo‘laklab integrallaymiz:

op d 2 >в(7 a (У 707 р ) л [Jan
Bu yerda quyidagicha belgilash kiritamiz:

1 ара ва d . ТВ, (on¥,=——T — Ве ped ит) п? 1 = 107J; alin, + dn т } 27 4
2

Bulardan

Quyida topilgan barcha ma'lum musbat doimiylarniz M bilan belgilaymiz. (22) ni

hisobga olgan holda (20) ning baholashi quyidagi koʻrinishda boʻladi:
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(23)
ibd ib

aa Sel Ig, a вон: ,
n=l ne ml 2

Quyida B, (x) funksiyalarni baholaymiz:

_ 34, 1 К.(р-ях) _ 2a) ; v3 Ш a «M|В„(х)= п B e sin| 5 К, (р х) + <=

3

Bu yerda

— 1— 4362 E г 42” oof ,)

Yuqoridagilarni hisobga olgan holda (23) dan quyidagini olamiz:

y

(су) М yl +> Mal – +mal Pmt Ba “+p
n? n

Bundan kelib chigadiki (20) gator D sohada tekis yaqinlashadi.
Endi (20) qatorni hosilalarini ikkala o‘zgaruvchi boʻyicha ham D sohada

absolyut va tekis yaqinlashishini isbotlaylik.

Quyidagi tengliklarning mavjudligi kelib chiqadi:

r+1 1 x

BOC y= Gr y1 i о 2" sin(o-rZ)}

r+3

BO(x) =" G уе” eof 247),
1 +х — —Хtenn? sin МЗ. (р-х)к 7 +е 2" ОР cos V3, 24,2

2 3 6 2 6 6

<0

n

148 | 2026/06/25 |



YANGI AVLC tan “YANGI AVLOD ILMIY TADQIQOTLARI”

respublika —e konferensiya to‘plami

r+2

= +x —1 —хaa ) sin (Bye +e 2" ) cos 43, 5,5 .
2 6 2 6 6

Ви yerda = (р —x)+ п.
2 6

B(x) funksiya uchun quyidagi baholashlar amal qiladi:

м SM,

BOISMI,

BI? < Mk".

Bu yerda Ос хор va r=0,1,2,3.

x Бо" a hosilalarni hisoblab (20) dan quyidagini olamiz:

ди 55-2. 4.8 1" (x)+A,,B,,.” (x) + 4,8," (x yn [ 2)

Yas B, С, (с. + " С, (в, 1
n=l 

nl

>) А В," С9(С,(2 С, ( yp? aa ae yal a
n=] = 572 n=l ni Qq 57

Koshi-Bunyakovskiy va Bessel tengsizliklaridan foydalangan holda quyidagi

baholashni olamiz:

ua 54268 "2 7 3428 }
т=1 й

aN, i
Bu yerda

G — || _ a24 = |, non 7 COMSE> 0, i—1,2,3

3

Shunday qilib ЙИ funksiyaga mos qator absolyut va tekis yaqinlashadi. Xuddi shunday
Xx

2

o. qatorning absolyut va tekis yaqinlashishini isbot qilamiz.
ду

У, ( y) funksiyadan kerakli hosilalarni olamiz:
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1 1

, 54 54t2 iy J, (2) —— Раул, [=>
У, (с,) dy QA) 9 J; (o,) 4 ZA 9
27 27

" С d) 58 o С o,d) +s o
т 132 {25 1=—— | 5

J; (o,) dy 27,41) 4; (2,) 4 d ZA 4
27 27

-— 6 2. (1- р re (22)- С 7 1") (22)-
1 1 7

J; (,) a \2 > J, (2,.)4 52а
2 2

1-2 — 2 1__ С, g B) ry (22). у2 "I, (22)
7, (6,) 24 а] а 58 4

2

у bo`yicha ikkinchi tartibli hosilani hisoblab, quyidagiga ega boʻlamiz:

a => [А.В х)+ 4,,В„,(х)+ АВ», (X) г ":, (22)ly 2

2 SS [Al Bo (14,1, (214,1. (10).

Ushbu satan modulini olib, yuqoridan baholaymiz:
d?) ‘в Oo

42 ly 58\ 9
Bessel funksiyasining differensial tenglamasidan foydalanib, ikkinchi tartibli hosila

modulini quyidagicha baholaymiz:

2) 1 1

мм,

п"

bo‘lsakquyidagi ah tengsizlik hosil boʻladi:

ем 5" ar "У
nl 52 +B n=l

Shunday qilib, Veyershtrass "lomatica ko‘ra 20) yechim qatori va uning
tarkibidagi barcha xususiy hosilalar qatorlar D sohada absolyut va tekis yaqinlashishi

toʻliq isbotlandi.

Teorema isbotlandi.

Biz yuqorida aniqlagan 14, 12——— В, (х ) baholashlarni inobatga oladigan
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